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Экология – популяцияның, экожүйелердiң, қауымдастықтардың уақыт және кеңiстiк-
тегi, табиғи және адам өзгертетiн жағдайлардағы, құрылымы мен жұмыс iстеу мүм-
кiндiктерiн зерттейтiн ғылым. Көптеген биологиялық зерттеулер түрлердiң дамуы мен
эволюциясы, түрлер арасындағы бәсекелестiк, қоршаған орта факторларының ықпа-
лы, эпидемияның таралуы және т.б. сияқты мәселелердi қарастырады. Осы зертте-
улердiң ешқайсысы зерттелетiн популяцияның қолайлы математикалық моделiнсiз та-
бысты болмайды. Популяцияның қарым-қатынасы - бұл түрлердiң өзара қатынастары.
Әр түрлi популяциясының өзара қатынынасы әртүрлi. Популяцияларда тiрi ағзаларға
тән барлық байланыстар бар, бiрақ ең көп таралған өзара тиiмдi және бәсекеге қабiлеттi
қатынастар болып табылады. Популяция саны - белгiлi бiр аумақтағы немесе көлем-
дегi жеке тұлғалардың жалпы саны. Популяция тығыздығы - бұл бiрлiк ауданға не
бiрлiк көлемге сәйкес жеке тұлғалардың саны, мысалы, 1 гектарға 150 қарағай немесе
судың 1 литрiне 0,5 грамм қоспа. Популяциялық динамиканы үш түрiн атауға болады:
1) тұрақты; 2) өзгергiш; 3) лезде көбейетiн. Популяциялық динамика популяцияның са-
нын реттейдi және жаңару, алмасу арқылы қоршаған ортаның жағдайына бейiмдейдi.
Популяция туу процесi мен иммиграция арқылы көбейсе, өлiм мен эмиграция нәтиже-
сiнде жойылады.

Популяция өсуiнiң қарапайым модельдерiнiң бiрi XVIII ғасырдың аяғында алын-ған,
ғалым Мальтусқа тиесiлi. Ол популяцияның экспоненталық түрде өсу үрдiсiн байқаған.
Табиғатта, кейбiр тiршiлiк иелерiнiң саны шын мәнiнде геометриялық прогрессиямен
өсе алады, бiрақ популяция санының өсуiн келесi факторлар тежейдi: өмiр сүру күресi,
ауру түрлерi, табиғи өлiм және жыртқыштардың жоюы. Әдетте популяция азық-түлiк
көп және жыртқыштар салыстырмалы аз ортада тез өсе бастайды. Уақыт өте келе,
азық-түлiк қоры таусылады, өмiр сүру үшiн қолайлы шарттар азайып, популяция саны
кемидi. Белгiлi бiр жағдайларда тепе-теңдiк күйiне жетiп, популяция саны тұрақты
бола бастайды. Әлбетте, бұл туған және қайтыс болған популяция санының арасындағы
дәл қарым-қатынасты бiлу өте маңызды болып табылады.

Мальтузиандық өсу моделi

Популяцияның мальтузиандық өсу моделi – шексiз өсудiң классикалық моделi. N(t)
- t уақыттағы популяция саны, ал b және d сәйкесiнше орташа туу деңгейi мен халы-
қтың жан басына шаққандағы өлiм-жiтiм саны болсын. ∆t уақыт аралығында попу-
ляциядағы b∆tN - туылғандар саны, ал өлiм-жiтiм саны - d∆tN болсын. t+∆t уақыт
аралығында N үшiн теңдеу келесi түрде анықталады:

N(t+∆t) = N(t) + b∆tN(t)− d∆tN(t),

Бұл теңдеудi келесi түрде жазуға болады:

(N(t+∆t)−N(t))/∆t = (b− d)N(t),

ал ∆t → 0 ұмтылғанда,
dN

dt
= (b− d)N. (1)
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Популяцияның бастапқы саны N0 және r = b− d > 0 болғанда, N = N(t) экспонен-
циалды өседi: N(t) = N0e

rt.

Логистикалық теңдеу

Экспоненциалды өсу заңына сәйкес оқшауланған популяция шектеусiз ресурс жағ-
дайында дамиды. Жоғарыда айтылғандай, табиғатта мұндай жағдайлар өте сирек кез-
деседi. Болжам бойынша, қоршаған ортаның iшкi өткiзгiштiк K қабiлетi бар, ал бұл
мөлшерден асатын популяция өлiм-жiтiмдi арттырады. Популяцияның iшкi өткiзу K
қабiлетi бар ортаны модельдеу үшiн келесi түрдегi сызықтық емес теңдеу қарастыры-
лады:

dN

dt
= rNF (N),

мұндағы F (N) қоршаған ортаны реттейтiн функцияны бiлдiредi. Ол келесi шарттарды
қанағаттандыруы тиiс:

1. F (0) = 1 (N аз кезде популяция rжылдамдықпен экспоненциалды өседi),
2. F (K) = 0 ((популяция өсуiн тоқтатады),
3. F (N) < 0 N > K кезiнде (популяция өткiзгiштiк қабiлетiнен артық болғанда,

популяция ыдырайды).
Осы шарттарды қанағаттандыратын қарапайым сызықты F (N) функциясы келесi

формуламен берiледi:

F (N) = 1−N/K

Алынған модель - бұл жақсы белгiлi логистикалық теңдеу.

dN

dt
= rN(1−N/K). (2)

Бұл теңдеу көптеген биологиялық процесстердi сипаттайды.
(2.2) логистикалық теңдеуiнiң стационарлық нүктелерi (2)

N∗ = 0, K болып табылады. r, K > 0 кезiнде

F (N) = rN(1−N/K)

функциисының N -ге қатысты өзгерiсi 2.1 – суретте көрсетiлген. Бұл суретте N∗ = 0 –
тұрақсыз стационарлық нүкте, ал N∗ = K – тұрақты стационарлық нүкте.

Аналитикалық әдiстi қолдана отырып, функцияның туындысын табамыз:

F ′(N) = r(1− 2N/K).

F ′(0) = r > 0 және F ′(K) = −r < 0 екенiн көремiз. Қайтадан N∗ = 0 тұрақсыз күй
және N∗ = K тұрақты күй екендiгi дәлелденедi.

2.1-cурет
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Логистикалық теңдеудiң аналитикалық шешiмi қарастырылады. Негiзгi айныма-
лыларды - популяцияның саны және уақыт - өлшемсiз түрге келтiруден басталады:
τ = t/t∗, η = N/N∗.

Онда (2) логистикалық теңдеуi келесi түрге келедi:

dη

dτ
= rt∗η(1−N∗η/K),

бұл теңдеу t∗ = 1/r и N∗ = K арқылы қарапайым түрге келедi. Сол үшiн өлшемсiз
айнымалыларды келесi түрде жазуға болады τ = rt, η = N/K. Сонымен қоса өлшем-
сiздiрiлген логистикалық теңдеу келесi түрге келедi:

dη

dτ
= η(1− η), (3)

η(0) = η0 = N0/K - бастапқы шарт, мұндағы N0 - популяцияның бастапқы саны. Өл-
шемсiздiрiлген (3) теңдеуiнiң бос параметрлерi жоқ, ал (2) теңдеуiнде r және K бар
екенiн атау қажет. Бос параметрлердiң (r және K) тәуелсiз бiрлiк (уақыт және популя-
ция саны) санына дейiн азаюы өлшемсiздiрудiң жалпы ерекшелiгi болып табылады.

Өлшемсiздiрiлген логистикалық теңдеуiнiң (3) шешiмiн айнымалыларға жiктеу арқы-
лы жалғастыруға болады. τ = 0-ден τ -ға дейiн және η = 0–ден η–ға дейiн интегралдау
келесi теңдiкке алып келедi: ∫ η

η0

dη

η(1− η)
=

∫ τ

0

dτ

Өлшемдi айнымалыларға орала отырып, келесi шешiм алынады:

N(t) =
N0

N0/K + (1−N0/K)e−rt

Мальтузиандық өсу моделiнiң қорытындысы популяцияның үлкен мөлшерiне ар-
налған. Әдетте аз популяциялар стохастикалық эффектiлердi көрсетедi, бұл моделдеудi
айтарлықтай қиындатады.

Популяция өсуiнiң стохастикалық моделi
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Қарастырылған популяция моделдерi детерминистiк болып табылады. Алайда, де-
терминистiк модель шынайы экологиялық жүйенiң көрiнiсi бола алмайтын екi себеп
бар. Бiрiншiден, көбею және өлiм – жiтiм процесстерiнiң ықтималдық сипатын ескер-
мейдi; екiншiден, ортада жүзеге асатын кездейсоқ толқындарды және модель пара-
метрлерiнiң кездейсоқ флуктуацияларын ескермейдi. Бұл факторларды есепке алу ма-
тематикалық аппараттың күрделенуiне алып келедi. Сол себептi стохастиканың мүмкiн
болатын салдарын ескере отырып, зерттеушiлер детерминистiк модель құрастырады.
Егер детерминистiк модель тұрақты тепе-теңдiк куәландырса, онда бұл модель ұзақ
өмiр сүрудi болжайды. Егер детерминистiк модель бiр немесе бiрнеше түрдiң периодты
азаюын болжаса, онда детерминистiк модель осы түрлердiң жойылуының оң ықтимал-
дығын бередi. Ақыр соңында, егер детерминистiк модельде тепе-теңдiк болмаса немесе
тепе-теңдiк тұрақсыз болса, стохастикалық модель жоғалу ықтималдығын жоғары деп
болжайды. Популяция саны N ендi дискреттi кездейсоқ айнымалы ретiнде қарастыры-
лады. Уақытқа тәуелдi pN(t) ықтималдығымен масса функциясы t уақытта популяция
N өлшемге ие болатындай ықтималдық ретiнде анықталады. N нөлден шексiздiкке
дейiнгi мәндердiң бiреуiн қабылдауға тиiс болғандықтан келесi түрдi аламыз:

∞∑
N=0

pN(t) = 1

барлық t ≥ 0үшiн. Сол сияқты b – орташа жан басына шаққандағы туғандар саны
болсын. ∆t → 0 ұмтылғанда адамның ∆t уақытында туылу ықтималдығы b∆t арқы-
лы берiлсiн. Мысалы, жан басына шаққандағы туудың орташа деңгейi 365 күндiк бiр
жылда бiр ұрпақ болса, онда сол адамның сол күнде туылу ықтималдығы 1/365 тең.
Оның үстiне, t = 0 болса, халықтың мөлшерi N0 болады, сондықтан pN0(0) = 1, барлық
қалған pN , t = 0- де нөлге тең.

Ары қарай pN(t) ықтималдық функциясының дифференциалдық теңдеулер жүйесi
келесiдей анықталады. Халықтың t+∆t уақытында өлшемi N > 0 немесе t уақытында
өлшемi N − 1 болу үшiн және бiр туылу орын алса немесе өлшемi N болатын болса
және t уақытта туылу болмаса, яғни:

pN(t+∆t) = pN−1(t)b(N − 1)∆t+ pN(t)(1− bN∆t). (4)

Екi жақтан pN(t) азайтып, ∆t- ға бөлiп, ∆t → 0 ұмтылғанда шегiн алып, қарапайым
дифференциалдық теңдеуге әкеледi.

dpN
dt

= b[(N − 1)pN−1 −NpN ], N = 1, 2, .... (5)

мұндағы p0(t) = p0(0).

Алдымен келесi түрдегi бiрiншi реттi сызықты дифференциалдық теңдеуiнiң шешiмi
қарастырылады:

dy

dt
+ ay = g(t), y(0) = y0 (6)

мұндағы y = y(t) және a - тұрақты. Бiрiншiден, келесiдей теңдеудi қанағаттандыратын:
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d

dt
(µy) = µ(

dy

dt
+ ay)

µ - интегралдау факторы табылады. Сол жақты дифференциялдап, оң жағын µ– ге
көбейту арқылы келесi теңдеу алынады:

y
dµ

dt
+ µ

dy

dt
= µ

dy

dt
+ µay,

немесе

dµ

dt
= µ.a

Бұл теңдеудi еркiн бастапқы шартпен интегралдап, қарапайымдылық үшiн µ(0) = 1
деп алынады, ал µ(t) = eat. Онда:

d(eaty)

dt
= eatg(t)

Бұл теңдеудi 0–ден t–ге дейiн интегралдап:

eaty(t)− y(0) =

∫ t

0

easg(s)ds

келесi шешiм алынады:

y(t) = e−at(y(0) +

∫ t

0

easg(s)ds. (7)

(5) теңдеуi келесi шарт орындалғанда,

a = bN и g(t) = b(N − 1)PN−1

(6) теңдеуi болады:
t = 0-ге тең болғанда N0 популяция саны үшiн бастапқы шарттар келесiдей жазылуы

мүмкiн: pN(0) = δN,N0 , мұндағы δij Кронекер дельта функциясы:

δi,j =

{
0, если i ̸= j

1, если i = j

(5) – теңдеуiн формальды интегралдау арқылы және (7) пайдаланып келесiтүрдегi
шешiм алынады:

pN(t) = e−bNt[δN,N0 + b(N − 1)

∫ t

0

ebNspN−1(s)ds]
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